中一級
填空題（共8題，每題10分，共80分）


[bookmark: MTBlankEqn]1.	設x為一正整數，且，求x。
Ans:	6666

	



2.	設x及y為實數且 。求的值。
Ans:	0








3.	設a、b及c為非零實數，使得及。求k的值。
Ans:	4
	從以上公式可以得知

	

[bookmark: _Hlk227773299]4.	某數被9、7及5除時的餘數分別為0、4及4。求該數的最小可能值。
Ans:	144
先找同時滿足「被 7 除餘4」和「被 5 除餘 4」的數：
· 被 5 除餘 4 的數，尾數一定是 4 或 9。
· 在符合「被 7 除餘 4」的數中，4為第一個數滿足兩個條件
· 
5和7的最小公因數是35，得出滿足兩個條件的數的通項為 。
第二步加入被 9 除的條件：




為最小的解，代表是同時滿足三個條件的最小正整數。

5.	如圖所示，25個正方形組成一個大正方形，求角a至角i的總和。
[image: ]
Ans:	405
將圖加上標示如下圖所示：
[image: ]


留意到，因此。



同理，、及，



因此、及。

留意PF為正方形的對角線，因此 。




6.	一間環保公司正推行一項回收計劃。市民可以透過回收13瓶膠樽獲得1枚印花，每1枚印花可以換領2瓶膠樽裝飲品，而該膠樽裝飲品亦可作回收之用。如果某人希望換領368404瓶膠樽裝飲品，那麼他最少需要準備膠樽多少瓶？
Ans: 2026224

因為每枚印花可以換領 2 瓶，所以總共需要的印花數量為 枚。
首先準備 13個膠樽來換第 1 枚印花。換到印花後，會得到 2 瓶飲品（即 2 個新膠樽）。因此，要換第 2 枚印花時，你只需要再補上 13 – 2 = 11 個膠樽，就能湊夠 13 個去換下一枚印花。所以，除了第一次需要 13 個膠樽外，之後每一枚印花的「淨成本」都是 11 個。
設需要的印花數量為S及需要準備的膠樽裝為B，通用公式為






代入，得出

7.	小明在星期一、星期三、星期五及星期六說真話，而其它日子則說謊話；小美在星期二、星期四及星期日說真話，而其他日子則說謊話。某一天，他們兩人都說：昨天我說真話。請問他們是在星期幾說這句話？
Ans: 星期六
記T為說真話，L為說謊話，得出以下表：
	
	星期日
	星期一
	星期二
	星期三
	星期四
	星期五
	星期六
	星期日

	小明
	L
	T
	L
	T
	L
	T
	T
	L

	小美
	T
	L
	T
	L
	T
	L
	L
	T


考慮「昨天我說真話」，這僅當說話者當天說真話而前一天說真話 (TT)，或當天說謊話而前一天說謊話(LL)時為真。所以我們在這表中尋找每人一起有TT或LL排列即可，這只在星期六發生。



[bookmark: _Hlk227773318]8.		客機甲和客機乙往來A、B兩市，客機甲、乙分別從A、B兩市同時出發，相向而行，各自到達另一城市後折返。兩客機第一次在距離A市650 km之處相遇，第二次則在距離B市450 km之處相遇。問A市和B市兩地相距幾公里？
Ans:	1500公里
將以上資訊整理成下表：
	相遇
	兩客機共走了AB兩市距離
	客機甲走了

	第一次
	1次
	650km

	第二次
	3次
	AB兩市距離 + 450km


因為兩客機一起走的距離擴大了3倍，客機甲所走的距離亦應擴大3倍，由此得出




解答題（共3題，每題20分，共60分）


1.	解方程.

Ans:	
解：






設及，則有、及。原方程則可寫成。








(1) + (2) 得 ，即，由於，可得。另外，，所以，即及。



進而有，可得。經檢驗，是原方程的解。


2.	長方形ABCD的長AB = 12厘米，闊BC = 8厘米。點E在AB上，                AE = 4厘米；點F在BC上，BF = 3厘米；點G在CD上，CG = 5厘米；點H在DA上，DH = 2厘米。連接EG、FH，两條線段相交於點I。求四邊形AEIH的面積。

Ans:	
[image: ]解：
如圖所示，連接AI，設點J、K、L及M分別於AB、BC、CD及AD之上，使得JL及KM均過I點，且分別為AB (CD) 及 AD (BC) 的垂線。
設 IJ = a 及 KI = b。根據題設及相似模型可得下列方程組成立：


同理




由 (1)、(2) 可得 及。
進而圖中陰影部分AEIH的面積等於


注：



本題的另一種解法則可以D點為原點建立直角坐標系﹐根據題意可知圖中各點的座標：從而建立HF和EG所在的直線方程分別為和。解聯立方程組可得I的座標為，根據題設同樣可以求得四邊形AEIH的面積。




3.	若正整數a、b及c滿足勾股定理，數組被稱為一勾股數組。找出所有含有整數60的勾股數組。














Ans:	、、、、、、、、、、、、、；共14組。
解：
解法一


勾股數組的一般運算式為，其中 a、b 互質，且 a、b一奇一偶。不失一般性，設。
· 


若，注意到 ，對應勾股數組 (重複) 。
· 

若，則，有以下可能：
· 










若，則，可以是、、或，對應勾股數組為、、及。
· 







若，則，可以是或，對應勾股數組為及。[此時a、b不是一奇一偶，此兩組可以歸結於以下時的情形。]
· 






若，則，可以是或，對應勾股數組為及。
· 






若，則，可以是或，對應勾股數組為及。
· 





若，則，是，對應勾股數組為。[此時a、b不是一奇一偶，此組可以歸結於以下時的情形。]
· 




若，則，是，對應勾股數組為。

· 

若，注意到為奇數，有以下可能：
· 






若，則，可以是或，對應勾股數組為及。
· 




若，則，是，對應勾股數組為。
· 




若，則，是，對應勾股數組為。
解法二
· 











設，則有，則。設p是，則有，可得p的可能值有2、3和5。可見，進而，即。記，則k可為1、2、3、4、5、6、12、15、30或60。令及，對於以上k的可能值依次考慮的可能性。











當，得，此時。由於平方數模4餘0或者1，而，所以，得及，與不合。因此沒有。同理，其他k的可能值除12以均不合。當時，對應勾股數組為。
· 





























設，則有，則。可以是、、、、、、、、、、、或。對應勾股數組為、、、、、、、、、、、、。


中二級
填空題（共8題，每題10分，共80分）






1.	對於任意正數及，定義。若，求的值。
Ans:	64




2.	已知m為一整數，使得  為一整數。求m的所有可能值之總和。
Ans:	–24


注意到。


已知為一整數，可見為8的正負因數。

因此的可能值為 –8、–4、–2、–1、1、2、4及8。
由此可得m的可能值為 –11、–7、–5、–4、–2、–1、1及5，則所有可能值之總和為 –24。



3.	設ABCD為一菱形，其邊長為20 cm，已知較短的對角線邊長為24 cm，求該菱形的面積。
[image: ]
Ans:	384 cm2
設E為該菱形的對角線AC及BD的相交點，其中AC為較短的對角線。

E為AC及BD的中點，因此cm。
AC及BD互相垂直，從勾股定理可得：




則cm，可得菱形面積為cm2。




4.	有多少組正整數解  滿足方程 ？
Ans:	55
	◯
	◯
	◯
	◯
	◯
	◯
	◯
	◯
	◯
	◯
	◯
	◯




可將此方程理解成，將上圖12個圓形分成3組，其中每組最少有1個圓形。換言之，此方程的正整數解數目，等於將以上12個圓形分成3組的方法數目。由此，所求解的數目為個。

另解：
· 





若，此方程的正整數解數目為方程的正整數解數目，包括、、、…、，共10個。
· 





若，此方程的正整數解數目為方程的正整數解數目，包括、、、…、，共9個。
· 



如此類推，若則有解8個、若則有解7個、…、若則有解1個。顯然，若，則該方程無解。

由此，所求解的數目為個。


5.	有20個正整數，其平均數、中位數、分佈域及唯一眾數均為20。若該20個正整數中的最大值為n，求n的最大值。
Ans:	38





設該20個正整數為、、、…、，其中。


從中位數得知，則。


從分佈域得知，則。


從平均數得知，則。

為使n （則）達至其最大值，取
· 
；
· 
；及
· 
。得


則n的最大值為38。





6.	設ABCDEF為一正六邊形。已知G為正六邊形內的一點，使得、及的面積分別為20 cm2、 21 cm2 及 22 cm2。求正六邊形的面積。
Ans:	126 cm2
[image: ]	[image: ]
將BA及EF延伸至相交點I、AB及DC延伸至相交點J、CD及FE延伸至相交點K。連接GI，設GI及AF的相交點為H。






已知正六邊形外角為，則，因此。可見為一等邊三角形。同理，及皆為等邊三角形，而且三者面積相等。





設的面積為x。則的面積為、的面積為。







注意到，因此及的面積相等，可得的面積為。所以的面積為。

因此，正六邊形的面積為 cm2。







7.	對任意實數x，以  標示比x小的最大整數，例如 、 及 。求  的值。
Ans:	404




考慮到2的幂的個位數字以2、4、8、6形式循環，其中個位為2或4時，除以5不會使整數部份加1；而個位為8或6時，除以5則會使整數部加1。因此，若個位數字為2或4，有；若個位數字為8或6，則有。可得：
· 

、；
· 

、；
· 

、；
· 

、；
· 

、。

因此所求之和為。







8.	已知三元一次方程  及  各只有一個實數解，分別以  及  標示。設。求k的值。
Ans:	6


從題意得  及 。

前者則，而後者可寫成






由此可得或。因必為正，故後者無解，從而可知。


解答題（共3題，每題20分，共60分）

1.	甲、乙、丙三輛車沿同一方向行駛在從A地到B地的公路上，從前往後依次為甲、乙、丙三車，各車均保持恒定的車速。上午9:00時，乙車處在甲車、丙車的正中央；上午9:15時，乙車剛好追上甲車（不考慮車長）；上午9:25時，丙車剛好追上甲車。求丙車追上乙車時的準確時間。
Ans:	10:15
解：





在9:00時，乙車與甲車、丙車的距離相等，設這段距離為x公里。行駛了15分鐘時，乙車追上了甲車，可知乙車比甲車每分鐘多行駛公里；而在9:25分時，丙車追上了甲車，可見丙車在25分鐘內比甲車多行使了公里，則每分鐘多行駛公里。故丙車比乙車每分鐘多行公里。所以從9:00開始，丙車追上乙車需要分鐘。故丙車追上乙車的準確時間是10:15。




2.		如圖，梯形ABCD內接於半圓中，CD是半圓的直徑，O是半圓的圓心，且和。求CD。
[image: ]
Ans:	16
解：
[image: ]

記半圓的半徑為r。如圖，設E為AB的中點，則OE垂直於AB；另設F為CD上的一點使得AF垂直於CD。注意到。

從勾股定理可得，因此有





 或  （捨去）

因此得。



[bookmark: OLE_LINK1][bookmark: _Hlk212381549]3.	設a、b、c和d為實數，使得為恒等式。求a、b、c和d的值。




Ans:	、、、
解：
解法一
將原恒等式的左邊展開再合併同類項，得

。

比較兩邊各次項的係數得 。





將前三式看作a、b、c的方程組，解得、及，再將代入最後一式得。

解法二


對  和  作輾轉相除法得






比較原恒等式得、、及。
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