
2021“华数之星”复评（四级）参考答案及评阅标准 
 
 
一、 填空题（每题 25分，共 3题） 

 
1. 求两个正整数 𝑚𝑚 =______, 𝑛𝑛 =______, 使得 (20212 + 1)(𝑚𝑚2 + 1) = 𝑛𝑛2 +
1. 
 
解 . 先考虑一般的方程  (𝑥𝑥2 + 1)(𝑦𝑦2 + 1) = 𝑧𝑧2 + 1。左边  (𝑥𝑥2 + 1)(𝑦𝑦2 + 1) = (𝑥𝑥𝑥𝑥)2 +
(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2) + 1  , 如果  𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 2𝑥𝑥𝑥𝑥 + 1  , 右边就可以化为  𝑛𝑛2 + 1  的形式  (这里  𝑛𝑛 =
𝑥𝑥𝑥𝑥 + 1)。而 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 2𝑥𝑥𝑥𝑥 + 1 可化为 (𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)2 = 1 , 这等价于 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 ± 1 . 
 
由此就得到原方程的一个解法: 可取 𝑚𝑚 = 2020 (或 2022), 相应的 𝑛𝑛 = 2020 × 2021 + 1 
(或 2021 × 2022 + 1). 
 
评分标准. 本题有无穷多组解, 只要找到一组解即可给满分; 给出的解仅有一个数正确给 15 
分. 
 
 
2. 设三个实数 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 满足 
                           𝑥𝑥𝑥𝑥 = 3,    𝑦𝑦𝑦𝑦 = 5,    𝑧𝑧𝑧𝑧 = 7  
求 105(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2) =______. 
 
解. 将三式相乘得 

𝑥𝑥2𝑦𝑦2𝑧𝑧2 = 105 
将此分别除以三式的平方得 

                          𝑧𝑧2 = 35
3

 ,  𝑥𝑥2 = 21
5

 ,  𝑦𝑦2 = 15
7

 

故 105(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2) = 352 + 212 + 152 = 1891 。 
 
答案. 1891。 
 
 
3. 已知 𝑥𝑥 是一个大于 15 的整数, 使得 𝑥𝑥3 + 2𝑥𝑥2 + 89𝑥𝑥 − 1848 是一个整数

的立方。求 𝑥𝑥 =______. 
 
解. 由所设存在一个正整数 𝑦𝑦 使得 
                           𝑥𝑥3 + 2𝑥𝑥2 + 89𝑥𝑥 − 1848 = 𝑦𝑦3                       (1) 
首先注意当 𝑥𝑥 = 16 时 2𝑥𝑥2 + 89𝑥𝑥 − 1848 > 0 , 故对任一大于 15 的整数 𝑥𝑥 都有 2𝑥𝑥2 +
89𝑥𝑥 − 1848 > 0 。由此可见 𝑦𝑦3 = 𝑥𝑥3 + 2𝑥𝑥2 + 89𝑥𝑥 − 1848 > 𝑥𝑥3 , 从而 𝑦𝑦 > 𝑥𝑥 , 𝑦𝑦 ≥ 𝑥𝑥 + 1。
另一方面, 
      (𝑥𝑥 + 2)3−𝑦𝑦3 = (𝑥𝑥 + 2)3 − (𝑥𝑥3 + 2𝑥𝑥2 + 89𝑥𝑥 − 1848) = 4𝑥𝑥2 − 77𝑥𝑥 + 1896     (2) 
易见 (2) 右边的二次多项式的判别式 < 0 , 故它恒大于零。这说明 (𝑥𝑥 + 2)3 > 𝑦𝑦3 , 从而 



𝑥𝑥 + 2 > 𝑦𝑦 , 𝑥𝑥 + 1 ≥ 𝑦𝑦.由此得 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 + 1.代入 (1) 得 
                        𝑥𝑥3 + 2𝑥𝑥2 + 89𝑥𝑥 − 1848 = (𝑥𝑥 + 1)3                    (3) 
化简得 
                             𝑥𝑥2 − 86𝑥𝑥 + 1849 = 0                           (4) 
这个方程有唯一解 𝑥𝑥 = 43. 
 
答案. 43 
 
 
二、解答题（每题 25分，共 3题） 

 
4. 设 𝑎𝑎1 , 𝑎𝑎2 ,  𝑎𝑎3 , ... 为一个等差数列. 已知对两个整数 𝑖𝑖 > 𝑗𝑗 > 1 有 𝑎𝑎𝑖𝑖 =

𝑎𝑎, 𝑎𝑎𝑗𝑗 = 𝑏𝑏。求该数列的通项公式 (即用 𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑎𝑎, 𝑏𝑏,𝑛𝑛 表达 𝑎𝑎𝑛𝑛). 

 

解. 设公差为 𝑑𝑑, 则对任一 𝑛𝑛 ≥1 有 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑎𝑎1 + (𝑛𝑛− 1)𝑑𝑑.由所设有 

�
𝑎𝑎 = 𝑎𝑎𝑖𝑖 = 𝑎𝑎1 + (𝑖𝑖 − 1)𝑑𝑑
𝑏𝑏 = 𝑎𝑎𝑗𝑗 = 𝑎𝑎1 + (𝑗𝑗 − 1)𝑑𝑑 

由这两个方程不难解得 𝑑𝑑 = 𝑎𝑎−𝑏𝑏
𝑖𝑖−𝑗𝑗

 , 𝑎𝑎1 = (𝑖𝑖−1)𝑏𝑏−(𝑗𝑗−1)𝑎𝑎
𝑖𝑖−𝑗𝑗

 。故对一般的 𝑛𝑛 有 

𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑎𝑎1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑑𝑑 = (𝑛𝑛−𝑗𝑗)𝑎𝑎−(𝑛𝑛−𝑖𝑖)𝑏𝑏
𝑖𝑖−𝑗𝑗

 . 

 

答案. 𝑎𝑎𝑛𝑛 = (𝑛𝑛−𝑗𝑗)𝑎𝑎−(𝑛𝑛−𝑖𝑖)𝑏𝑏
𝑖𝑖−𝑗𝑗

 . 

 
评分标准. 给出正确的公式即可给满分; 所得公式有小错误可给 20 分; 若未能给出公式但

有实质性的推导可给 10-15 分. 
 
 
5. 将 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 的多项式 𝑥𝑥(𝑦𝑦3 − 𝑧𝑧3) + 𝑦𝑦(𝑧𝑧3 − 𝑥𝑥3) + 𝑧𝑧(𝑥𝑥3 − 𝑦𝑦3) 分解因式. 
 
解法一. 首先有 

𝑥𝑥(𝑦𝑦3 − 𝑧𝑧3) + 𝑦𝑦(𝑧𝑧3 − 𝑥𝑥3) + 𝑧𝑧(𝑥𝑥3 − 𝑦𝑦3) = −𝑧𝑧3(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)− 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2) + 𝑧𝑧(𝑥𝑥3 − 𝑦𝑦3) 
                         = (𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)(−𝑧𝑧3 − 𝑥𝑥2𝑦𝑦 − 𝑥𝑥𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧𝑥𝑥2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑧𝑧𝑦𝑦2)           
(1) 
而 

−𝑧𝑧3 − 𝑥𝑥2𝑦𝑦 − 𝑥𝑥𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧𝑥𝑥2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑧𝑧𝑦𝑦2 = 𝑧𝑧(𝑦𝑦2 − 𝑧𝑧2)− 𝑥𝑥2(𝑦𝑦 − 𝑧𝑧)− 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑦𝑦 − 𝑧𝑧) 
                   = (𝑦𝑦 − 𝑧𝑧)(𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑧𝑧2 − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥𝑥𝑥) = (𝑦𝑦 − 𝑧𝑧)(𝑧𝑧 − 𝑥𝑥)(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧)        
(2) 
由 (1) 和 (2) 得 
        𝑥𝑥(𝑦𝑦3 − 𝑧𝑧3) + 𝑦𝑦(𝑧𝑧3 − 𝑥𝑥3) + 𝑧𝑧(𝑥𝑥3 − 𝑦𝑦3) = (𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)(𝑦𝑦 − 𝑧𝑧)(𝑧𝑧 − 𝑥𝑥)(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧)     (3) 
  



解法二. 易见当 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 时该多项式的值为 0, 故它能被 (𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) 整除.同理它能被 (𝑦𝑦 − 𝑧𝑧) 
和 (𝑧𝑧 − 𝑥𝑥) 整除, 故能被 (𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)(𝑦𝑦 − 𝑧𝑧)(𝑧𝑧 − 𝑥𝑥) (因为这三个因子两两互素).令 

                         𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = 𝑥𝑥(𝑦𝑦3−𝑧𝑧3)+𝑦𝑦(𝑧𝑧3−𝑥𝑥3)+𝑧𝑧(𝑥𝑥3−𝑦𝑦3)
(𝑥𝑥−𝑦𝑦)(𝑦𝑦−𝑧𝑧)(𝑧𝑧−𝑥𝑥)                     (4) 

易见  𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)  是  𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧  的对称多项式 , 而它是  1 次齐次的 , 故有常数  𝑐𝑐  使得 
𝑔𝑔(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = 𝑐𝑐(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧) .代入 (4) 得 
       𝑥𝑥(𝑦𝑦3 − 𝑧𝑧3) + 𝑦𝑦(𝑧𝑧3 − 𝑥𝑥3) + 𝑧𝑧(𝑥𝑥3 − 𝑦𝑦3) = 𝑐𝑐(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)(𝑦𝑦 − 𝑧𝑧)(𝑧𝑧 − 𝑥𝑥)(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧)    (5) 
比较两边 𝑥𝑥3𝑦𝑦 的系数可知 𝑐𝑐 = 1, 从而得到 (3). 
 
答案. 该多项式可分解为 (𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)(𝑦𝑦 − 𝑧𝑧)(𝑧𝑧 − 𝑥𝑥)(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧) . 
 
评分标准. 给出正确的分解 (因子可有次序或正负号的差别) 即可给满分; 有正确的分解步

骤但未得到最终的分解可给 15-20 分; 仅有初步的尝试可给 5-10 分. 
 
 
6. 如图 , 长方形  𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  的边长  𝐵𝐵𝐵𝐵 = 7𝐴𝐴𝐴𝐴  , 𝐸𝐸,𝐹𝐹  为  𝐵𝐵𝐵𝐵  边上的点 , 𝐸𝐸𝐸𝐸 =

2𝐴𝐴𝐴𝐴 , 𝐹𝐹𝐹𝐹 = 3𝐴𝐴𝐴𝐴 . 证明 ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 + ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 . 

 

 
证法一. 在 𝐵𝐵𝐵𝐵 的延长线上取点 𝐺𝐺 使得 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 3𝐴𝐴𝐴𝐴 .  

 

由 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝐶𝐶𝐶𝐶 可知 △𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 是等腰三角形, 𝐷𝐷𝐷𝐷 = 𝐷𝐷𝐷𝐷 , ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷.由勾股定理不难算

出  𝐷𝐷𝐷𝐷 = 𝐷𝐷𝐷𝐷 = √10𝐴𝐴𝐴𝐴  , 注意  𝐵𝐵𝐵𝐵 = 10𝐴𝐴𝐴𝐴 , 𝐹𝐹𝐹𝐹 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 , 故  𝐵𝐵𝐵𝐵
𝐺𝐺𝐺𝐺

= √10 = 𝐷𝐷𝐷𝐷
𝐹𝐹𝐹𝐹

 .这说明  △

𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 ≌△𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 , 从而 ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = ∠𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸. 故 
∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 + ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 + ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 

 

证法二. 由所设有 tan∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = 1
7
 , tan∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = 1

3
 , tan∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = 1

2
 .由加法定理可得 

tan∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 + ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 =
tan∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 + tan∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷

1− tan∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 tan∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷
=

1
7

+ 1
3

1 − 1
7

· 1
3

=
1
2

 

易见  ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 + ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 < 𝜋𝜋
2

 , 故由  tan𝑥𝑥   在  [0, 𝜋𝜋
2

]  上的单调性有  ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 + ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 =

∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 . 
 
评分标准. 给出一个完整的证明即可给满分; 如果做了实质性的推导但未能完成证明, 或者



论证理由不充分, 可酌情给 10-20 分. 
 
 

三、附加题（共 1 题, 10分） 
 

7. 将任意一个大于 0 的整数 n 输入到程序中，程序将按照以下步骤执行： 
步骤 1：令 p 的值等于 0； 
步骤 2：当 n 等于 0 时，跳转至步骤 3，否则令 b 的值等于 n 除以 10 的余数，

将 p 的值加上 b，令 n 等于(n-b)÷10，重复执行步骤 2； 
步骤 3：令 q 的值等于 p 除以 9 的余数，依次输出 p 和 q，结束整个程序； 
现在向程序输入整数 3527594，请问程序输出 p 的值是_____，q 的值是_____. 
 

解析. 这个程序是计算 n 的各位数字之和，以及它的各位数字之和除以 9 的余数.
在步骤 2 中，每次将 p 的值加上 n 的末位数字 b，“令 n 等于(n-b)÷10”实际上是

将 n 的末位截断，因此从 n 的最低位开始，从右到左每一位的数字都将累加到 p，
直到 n 变为 0。故输出的 p 为 n 的各位数字之和，q 为 n 的各位数字之和除以 9
的余数. 

由输入的整数 3527594 不难算出其各位数字之和为 35, 而 35 除以 9 的
余数为 8. 
 
答案. 35，8 
 

评分标准. 答对两个给 10分.答对其中一个给 5分. 

 

 


